1.2

1.2.1

1.2.1.1

ALGEBRA VAN BOOLE

Leon Lenders
Algebra van de Verzamelingen

Verzamelingen

Definitie

Een verzameling is een samenvatting van welbepaalde, wel onderscheiden objecten
tot één geheel.

Nulverzameling of lege verzameling @

Universum of alverzameling U is de verzameling van alle beschouwde
verzamelingen

A=Bo (xe A< xeB)
AcB&e (xe A=xeB) B
AcCA

AcBenBcC=AcC
AcBenBcA=A =B

Bewerkingen.

De complementering

Definitie : A= {x|xeUenx g A}

I

E
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1.2.1.2

1.2.2

1.2.2.1

1.2.2.2

1.2.3

1.2.3.1

1.2.3.2

Eigenschappen

De vereniging of de unie

Definitie: AUB= {x|x € A of x € B}(inclusieve of)

A B

Eigenschappen van de unie U

Idempotentie : AUA=A

Commutativiteit : AUB=BUA

@ is neutraal element : AvDd=A

U is het opslorpend element :A w U =U

Associativiteit : AuB)uC=AuBuUC(O)
Complement : AUA=U

De doorsnede

Definitie: AnB={x|x € A en x € B}

A B

Eigenschappen van de doorsnede M

Idempotentie : ANnA=A

Commutativiteit : ANnB=BnNnA

® is het opslorpend element :A N @ = O

U is het neutraal element: A NU=A

Associativiteit : ANB)NnC=AnBNC)
Complement : ANA=0
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Eigenschappen
De doorsnede is distributief t.0.v. (wordt verdeeld over) de unie :

AnNnBuUO)

1.3

1.3.1

ANnB)UANC)

De unie is distributief t.o0.v. (wordt verdeeld over) de doorsnede :

A
AU(BNC)

AuB)n(AuCC)

1.3.2  Absorptiewetten :
A
ANn(AuB)=A ya s
AUANB)=A E 2

1.3.3  Wetten van de Morgan :

AUB=ANB

LZ
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=AUB
EAi—] :~. :
1.4 Afgeleide bewerkingen
1.4.1  Verschil
A\B={x|xeAenxegB}= ANB=AUB
A E
1.4.2  Symmetrisch verschil

AAB={x|xe A 6fx e Bl = (AN B)U (AN B) (exclusieve of)

—@—
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2.1

Algebra van Boole
Definitie

Gegeven de verzameling B met de twee bijzondere elementen 0 en 1 en met twee

(1344 e 9 M

binaire bewerkingen “+” en “.” , en de unaire bewerking
<B,+,.,”,0,1>is een algebra van Boole
als en slechts als

1) B is gesloten voor de bewerking +
Vx,yeB:x+yeB

2) B is gesloten voor de bewerking .
Vx,yeB:x.yeB

3) + is commutatief in B
Vx,yeB:x+ty=y+x

4) . 1s commutatief in B
Vx,yeB:x.y=y.x

5) + is distributief ten opzichte van .
Vx,y,zeB:ix+y.z=(x+y).x+2)

6) . 1is distributief ten opzichte van +
Vx,y,zeB:x.(y+tz)=x.y+x.z

7) + heeft een neutraal element : 0
FJ0eB:VxeB:x+0=x

8) . heeft een neutraal element : 1
Fl1eB:VxeB:x.1=x

9) Ieder element x heeft een complement x’ , zodat
VxeB:3x eB:x+x’ =1

10) en
VxeB:3x eB:x.x’=0
Opmerkingen.

De twee binaire bewerkingen worden genoteerd en gelezen als “som” en “product”.
0 wordt het nulelelement en 1 wordt het eenheidselement genoemd.

De tien voorwaarden uit de definitie van een Boole-algebra zijn de axioma’s van
deze algebra. Men kan bewijzen dat ze onathankelijk zijn van elkaar.

Algebra van Boole L2



Het complement mag niet verward worden met het symmetrisch element uit een

groepsstructuur.

“Som” en “product” mogen niet verward worden met de rekenkundige bewerkingen.
2.2 Voorbeelden

2.2.1  De verzameling van de deelverzamelingen van U (zie 1)

2.2.2  De twee-elementenalgebra: B={0,1}

00=1 I’=0
+ 0 1 . 0 1
0
1 1 | 1 0 |

223 B={xeN|xiseendeler van 30 }

Vx,yeB:x+yisK.G.V.vanxeny
Vx,yeB:x.y isG.G.D.vanxeny
Vx eB:x=30/x

+11]2]3[5]610]15]30 1123 [5]6/10[15[30
I{1 12356 [10]15]30 {11 1|11 ]1[1]1
212]2]6(10]6(10[30]30 211121 [1]2]2]1]2
313163 (156 (30[15/30 3113 ]1]3]1[3]3
515 (10[15]5]30]/10]15]30 S| 1|1 }sj1rj5s|sj|s
616166 [30]6[30[30/30 6(1]2|3[1]6]2[3]6
101101030 /10|30 /10|30|30 1011215210510
15115|30|15|15/30/30 15|30 151113 |5|3[5]15]15
30130]30]30(30{30/30]30]30 301 1 |23 [5]6]10[15]30

I)en2):+en. zijn inwendig

3) en 4) : + en . zijn commutatief (symmetrie t.0.v. hoofddiagonaal)

5) + is distributief ten opzichte van .
5+6.15 = (5+6).(5+15)
5+3 30.15
15 15
6) . is distributief ten opzichte van +
2.(3+15) = 2.3+2.15
2.15 = 1+1
1 = 1
7) 1 is het nulelement 8) 30 is het eenheidselement
9)en 10): 1’ =30 2’=15 3’=10 5°=6
300=1 15°=2 100°=3 6’=5
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Opmerking :
B = {x e N |xiseendeler van 12 } met dezelfde bewerkingen is geen algebra van
Boole. Waarom niet?

2.3 Eigenschappen van een Boole-algebra
2.3.1  Dualiteitsprincipe

De 10 axioma’s zijn duaal ten opzichte van “+en.” envan“1en0”,d.w.z. dat
met ieder axioma een duaal axioma overeenkomt door het verwisselen van “+en.’
envan“len0”.

Dit heeft voor gevolg dat uit elke stelling in een Boole-algebra een duale stelling
bekomen wordt door het verwisselen van “+ en .” en “1 en 0 7.

b

2.3.2  Idempotentie
VxeB:x+x=x (1) en x.x=x (2)

Bewijs (1) Bewijs (2) door dualiteit
xXtx=

x+x).1=

(x+x)(x+x)=

X+x.x =

x+0=

X

2.3.3 1 en 0 zijn absorberende elementen
VxeB:x+1=1 en x.0=0

Bewijs Bewijs door dualiteit
x+1=

x+1).1=

x+1).x+x)=

x+1.x=

x+x =

1

2.3.4  Absorptiewetten
Vx,yeB:x+x.y=x en X.x+ty)=x

Bewijs Bewijs door dualiteit
X+tx.y=

x.1+x.y=

x.(1+y)=
x.1=
X

Algebra van Boole L2 7



2.3.5

2.3.6

2.3.7

2.3.8

239

Vx,yeB:x+x .y=x+y en x.x+y)=x.y

Bewijs Bewijs door dualiteit
x+x .y=

(x+x7).(x+y)=

l.(x+y)=

X +y

Associativiteit
Vx,yv,zeB:(x+y)+tz=x+(+2) en x.y).z=x.(y.2)

Bewijs Bewijs door dualiteit
x+ty)+z=

[(x+y)+z]. 1=

[(x+y)+z]. (x+x7)=

[(x+y)+zl.x+[(x+y)+z].x"=

x+ty).x+tz.x+ (x+ty).x+z.x =

X+tzx+y.x +z.x=

x+@ytz). x=

xt(y+z)

VxeB: (x)=x
Bewijs

x+tx’=len x.x’=0
x’+x=1len x.x=0

dus (x’)’ =x

0°=1 en 1’=0

Bewijs Bewijs door dualiteit
0+1=1en0.1=0

dus 0’ =1

Elk element heeft slechts één complement
Vx,y eB:x+ty=lenx.y=0 = y=x’

Bewijs

y=

yv.1l=
y.(x+x)=
y.xty.x =
O+y.x =
xX.x+y.x'=
(x+y).x =
1.x=

2

X

Algebra van Boole L2



2.3.10 Wetten van de Morgan

24

24.1

242

Vx,y eB:(x.y))=x"+y"en x+y)y=x.y

Bewijs Bewijs door dualiteit
x.y @ +y)=

(. y+x)+y =

tx)+y =

yry +x’ =

1+x’ =

1

cn

Y FY) =
Y.X tx.y.y =
Xyt x.yy =
y+x.0=

+0=

S OO R % =

Dus (x.y)y =x"+y’

Boole-functies en normaalvormen
We beperken ons nu tot de twee-elementenalgebra B= {0, 1 }

Boole-formules

Een Boole-formule is een uitdrukking met de variabelen x, y, z, ... en met de
bewerkingen + , ., °

Voorbeeld :

foey)y=x.y+y’

fxy) =x+x(x +y)

fxyz)=x.y.z+z’

fxyz)=(x+y)@p+tz")

Waarde van een Boole-formule

De waarde van een Boole-formule wordt bekomen door iedere variabele te
vervangen door een element van B.

De waarde van f{x,y) =x + x".(x + y) voorx=0eny=11s
A0,H)=0+1.(0+1)=1

De waarde van f(x,y,z) =x.y +y.z voor (x,5,z) = (1,0,1) is
A1,0,1)=1.0+0.0=0

Voor dezelfde formule geldt

A1,1,0)=1.1+1.1=1en

f0,1,00=0.1+1.1=1

Algebra van Boole L2



243

244

24.4.1

2442

2443

Boole-functie

Door de waarde te berekenen van een Boole-formule onststaat er een afbeelding van
B" naar B. Deze afbeelding noemt men een Boole-functie.

Voorbeeld :
de Boole-formule f(x,y) = (x + y).(x’ +y’) resulteert in
de Boole-functie : f: B> > B : (x,y) > (x + »).(x" +)’)

Opmerking : verschillende Boole-formules kunnen dezelfde Boole-functie bepalen.
Bijvoorbeeld :

fix,y)=x.(y+z)eng(x,y)=x.y+x.z bepalen dezelfde Boole-functie
Zoook:flx,y,z)=x.y+y.z+x.zengx,y,z)=x".z+x.y +y.z

Normaalvormen

Als een Boole-functie in n variabelen al deze variabelen of hun complement bevat,
staat de functie in de normaalvorm.

flix,y,z) =x+y.z is een normaalvorm
fix,y,z)=x.y+x’.y’ is geen normaalvorm

Een Boole-functie staat in de disjunctieve normaalvorm (D.N.V) als de functie
uitgedrukt is in de vorm van een veelterm, waarvan elke term normaal is.

Voorbeelden
fx,y,z2)=xyz +xyz+x yz
fx,y)=xy+xy

Deze termen noemt men minimale termen. Het aantal verschillende minimale termen
in n variabelen is 2" .

Stelling
Elke Boole-functie kan op een en slechts één wijze in de D.N.V geschreven worden.

Voorbeeld :

X, 9,z) = (x. x.z) +x
y y’ + b + b
= (x)).(xz2) +x
= xX+y).(x+2)+x
=X +yz +x
= x +yz
=x.v+y). +z)+(x+x)yz
= Xyz+xyz +xyz+xy .z +xyz +xyz’
= Xyz+xyz +xyz+xyz +txyz’

Algebra van Boole L 10



fx,y,2) = x+(@+z2) +yz
=xt+ty.z+yz
= x(+y)z+2)+x+x)y .z +(x+x)yz
= xyztxyz +txyz+xy.z +xy .z +xyz +xyz +xyz
= xyzt+txyz +xyz+xyz +xy .z +xyz’

2.44.4 Volledige disjunctieve normaalvorm
De som van alle mogelijke minimale termen (# = 2") wordt de volledige D.N.V.
genoemd.
fo,y,z2)=xyz+xyz +xy z+xy' 2 +xXyz+xyz +xy.z+x. .z
De waarde van de volledige D.N.V is steeds gelijk aan 1.
Indien men het drietal (x, y, z) vervangt door een willekeurig element van B3, is juist
¢én term gelijk aan 1.; de andere termen zijn alle gelijk aan 0. De som is gelijk aan 1.

2.4.5 Waardetabel van een Boole-functie

De waardetabel van een Boole-functie met n variabelen is een tabel waarin voor alle
mogelijke elementen van B" de waarde van de Boole-functie wordt weergegeven.

Het aantal elementen van B® = 2
Voorbeeld :

flx,y)=x+xy =xy+xy +x (DN.V)

X y | x|y Xy’ x+xy’
0 0 1 1 1 1 xy=1
0 1 1 0 0 0 xy=1
1 0 0 1 0 1 xy’=1
1 1 0 0 0 1 x.y=1
fx, v, 2) = (xy’ +xz) +x° (zie 2.4.4.3)
= Xyz+x'yz +xyz+xy.z +xyz (DN.V)
x|ylz |y |xy | xz [xy+xz|(xy +xz) |xX" | fix,,2)
0/0]0]1] 0 0 0 1 1 1 Xy .z’=1
0/0]1]1] 0 0 0 1 1 1 Xy .z=1
0/1]0]0] O 0 0 1 1 1 xyz=1
0/1]1]0] 0 0 0 1 1 1 x’y.z=1
1/]0]0)1] 1 0 1 0 0 0 (xyp’.z2’=1)
101 ]1] 1 1 1 0 0 0 (xy’.z=1)
1/1]0/0] 0 0 0 1 0 1 xy.z’=1
1/1]1]0] 0 1 1 0 0 0 (xy.z=1)

Merk op dat met iedere 1 in de waardetabel van de functie een en slechts ¢én term uit
de D.N.V van de functie overeenkomt. De functiewaarde is gelijk aan 1 omdat deze
en enkel deze term gelijk is aan 1; alle andere termen zijn gelijk aan 0. De som is dus
gelijk aan 1.

Algebra van Boole L 11



2.4.6

2.4.7

24.7.1

Het opstellen van de functie uit haar waardetabel.

Schrijf voor iedere 1 in de tabel de overeenkomstige minimale term.
De Boole-functie is gelijk aan de som van deze termen.
Met de eigenschappen kan de functie eventueel vereenvoudigd worden.

x |y | fxy) g(x, )
0] 0 1 1
0 | 1 0 1
1o 1 1
1 |1 0 0

f,y)=x"y +xy =x"+x))y =1y =y’
g, y)=xy +x’y+xy =x.p+y)+xy =x+xy =x"+y ' =(xy)

x |y |z | foyz) | gxy,z) | hx,y,2)
0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0
0 1 1 1 1 0
1 0 0 0 1 1
1 0 1 1 1 0
1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 1
fx, v, 2) Xyz+xyz+xyz +x’yz+xy.z+xyz
= Xy.(2+2)+xX’y.(2 t2)+txz.(y’ +y)
= Xy +xy+txz
= x.(v’+y)txz
= X +xz
X +z
g(x,y,z2) Xyz+xyz +xyz+xy .z +xyz+xyz
= Xy z+xyz)+xXyz +txyz’)+(xy.z +xy.2)
xXz+yz +x)
of
Xy z+txyz)+xXyz +x’yz)+xy.z +xy.z°)
Vz+txy+xz
h(x, v, z) = xX’y.z+xy.z +xyz

Grafische voorstelling van een Boole-functie in een (Veitch-) Karnaugh-diagram

Functie met 2 variabelen

Er zijn 22 = 4 verschillende minimale termen.

Algebra van Boole
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X x’
yilxy |x.y
yixy |xy’
Voorbeeld

x | x’
y|l O 1
vyl 1 1

Het diagram bestaat uit 4 vakjes, zodat ieder vakje met een
minimale term overeenkomt.

Twee aangrenzende vakjes verschillen in slechts 1 variabele; ze
stellen dus slechts 1 term voor met 1 variabele.

fx,y)=x"y +x’y+xy’

2.4.7.2 Functie met 3 variabelen.

Er zijn 22 = 8 verschillende minimale termen.

X x’ Het diagram bestaat uit 8 vakjes, zodat ieder vakje
, N met een minimale term overeenkomt.
yv0|xyz|xyz |x'yz |x'yz
, , L, > .| , , | Twee aangrenzende vakjes verschillen in slechts 1
yo|\xyexyLe (X2 XLV Z1 variabele; ze stellen dus slechts 1 term voor met 2
- Z Z variabelen.

Vier aangrenzende vakjes verschillen in slechts 2 variabelen; ze stellen dus slechts 1
term voor met 1 variabele.

Vier vakjes, horizontaal naast elkaar (1), of in een vierkant (2) zijn aangrenzend.
Ook de vier vakjes uit de eerste en de laatste kolom (3) zijn “aangrenzend”.

X x’
vyl 1 [1]1]1
Y’
z z z
X x’
y 1]1
y’ 1|1
z z’ z
X x’
y|1 1
vl 1 1
z z’ z

Algebra van Boole

(1)
=y

Het vormen van een zo groot mogelijk geheel van
aangrenzende vakjes is van belang bij het aflezen
van de vereenvoudigde vorm uit het Karnaugh-
diagram.

Zie 2.4.8

In het volgende voorbeeld schrijven we de disjunctief
normale vorm, zonder vereenvoudiging.

L 13



Voorbeeld

X x’
vl 1] N ERiE
N ! xyz+txyz +x'yz+txy.z+x'y'z
z z’ z

2.4.7.3 Functie met 4 variabelen.
X x’ Twee aangrenzende vakjes verschillen in slechts 1
variabele; ze stellen dus slechts 1 term voor met 3
variabelen.

2P aangrenzende vakjes verschillen in slechts p
V' variabelen; ze stellen dus slechts 1 term voor met 4-p
variabelen. (4-p variabelen kunnen immers
Y’ afgezonderd worden; tussen de haakjes blijft dan een
v D.N.V met 2P termen en p variabelen over en deze is
dus volledig en steeds gelijk aan 1).

Opmerking : de vier hoekpunten zijn ook “aangrenzend”.
2.4.7.4 Functie met n (6) variabelen.
\ x’ 2P aangrenzende vakjes verschillen in slechts p

viv | v | v |y variabelen. n-p (6-p) variabelen kunnen immers
afgezonderd worden. Tussen de haakjes blijft dan

} U een D.N.V met 2P termen en p variabelen over en
yw deze is dus volledig en steeds gelijk aan 1.
—w u’ De 2P vakjes stellen dus slechts 1 term voor met

n-p (6-p) variabelen.

u Vakjes, symmetrisch gelegen ten opzichte van de
middellijnen zijn ook “aangrenzend”.

Algebra van Boole L? 14
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24.8.1

2482

Aflezen van een vereenvoudigde vorm van een Boole-functie uit een Karnaugh-
diagram.

We willen de functie schrijven als een som van zo weinig mogelijk termen, die zo
weinig mogelijk variabelen bevatten.

Hiervoor maken we van de vakjes die een “1” bevatten, zo weinig mogelijk groepjes,
die ieder zoveel mogelijk, maar steeds 2P , aangrenzende vakjes bevatten. leder
groepje levert dan een term op. Voor het maken van de groepjes mag een vakje meer
dan eenmaal gebruikt worden (eigenschap : Idempotentie).

Voorbeelden
X x’ Het functievoorschrift bestaat uit een DNV met 6
termen.
y 1 1 1
) Om de vereenvoudigde vorm af te leiden moeten we zo
yii1 1 1 weinig mogelijk groepjes maken, die ieder zoveel
Z Z’ - | mogelijk, maar steeds 2° , aangrenzende vakjes bevatten

Het is onmogelijk een groep van 4aangrenzende vakje te maken. Wel kunnen 3
groepjes van 2 aangrenzende vakjes gemaakt worden.
Dit kan op 2 verschillende manieren :

fx,y,z)=xy +yz' +x'z

“““““Nw fx, v,z)y=yz+xz +xy

i
y . I

Het functievoorschrift bestaat uit een DNV met 5

||“ termen.
1l

“““““““ Hier is het mogelijk om een groepje van 4 aangrenzende
gebruiken.

vakjes te vormen, namelijk de eerste en laatste kolom.
Het vereenvoudigde voorschrift is dus : f(x, y, z) =z +x".y

Met het overige vakje kan men nog een groepje van 2
vakjes maken, door het vakjes links boven tweemaal te

Algebra van Boole L 15
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2484

24.8.5

2.4.8.6

X x’ Er zijn geen 4 aangrenzende vakjes.

Er kunnen 4 groepjes van 2 aangrenzende vakjes

1 vy gemaakt worden. Dit kan wel op 2 manieren
Y gebeuren.
1 1
v’ fx,y,z,v)y=xzv+x'yv+txzv+x'.yz’
1 =x"y(z'tv)+@xv' +x.v).z
v’ of
1 Vv fix,y,zv)=xz v +xyv +tx'zv+yzv’
=x'v.(y+z)+zv.(x+
—— Xy 2) 2 )
X x’ Er kunnen 2 groepjes van 4 aangrenzende vakjes
gevormd worden, namelijk de bovenste rij en de 4
Lo b Ty poekpunten.
Y Met het overige vakje kan men nog een groepje van 2
1 . vakjes maken, door een vakje tweemaal te gebruiken.
v
fx, y,z,v)=yv+zv+txyz’
y s
1 I |v =@y+tzvt+txyz’
z z’ z
X Er kan 1 groepje van 8 aangrenzende vakjes gevormd
worden (de eerste en laatste kolom) en 2 groepjes van
1 de 4 aangrenzende vakjes.
Y Hierbij wordt het gearceerde vakje zelfs driemaal
1 1 1 gebruikt.
1 1 1 fox, v,z v)=z+yv' +xv
y ’
1 1 |v =z+ (X +y)V
z z’ z
Toepassing : vereenvoudig : f(x, y, z) =

xy' +x'y)Vz+tx(yz+tyz)y +x'yz' =

(Y.’ »))z+x((2).(y'z)))+x ' yz' =
xX+y)x+y)z+tx.()+2)(y+tz)+x'yz’ =

O+x"y' +xy+0)z+x.(0+y' z+yz’+0)+x'yz' =
x'y.iz+xyz+xy.z+xyz +x’yz = (Karnaugh-diagram) =

X X’ yiztxz+yz =@x+y)z+yz’
1 1 1
d of
vyl 1 1
yviztxytyz' =y z+(x+z)y
z z’ z

Algebra van Boole L 16



3.1

3.2

3.2.1

Algebra van de proposities — Logica
Propositie of uitspraak

Een propositie of uitspraak is een taalcompositie, vrij van dubbelzinnigheid, d.w.z.
waarvan kan gezegd worden of de inhoud ervan waar, of vals is, maar niet beide.

Voorbeelden van uitspraken :

Bree ligt in Limburg (waar)
Napoleon is koning van Belgié (onwaar)
5+7=28 (onwaar)
Zijn geen uitspraken :

Regent het?

Ga buiten !

Laten we kalm blijven.
“Hetgeen je leest is vals” : deze tekst is steeds tegelijk waar en vals en is dus geen
uitspraak.

Waar (w) en vals, onwaar (0) zijn de twee mogelijke waarheidswaarden van een
uitspraak.
De waarde “waar” stellen we in het vervolg voor door “1”’; de waarde “vals” stellen

we voor door “0”.

Uitspraken noteren we door een kleine letter, p, q, 1, ...

Bewerkingen met uitspraken

De negatie : p’ : niet p

0 | 1 | p’iswaaralspvalsis

p’ is vals als p waar is

p : het regent ; p’ : het regent niet

De negatie wordt ook contradictie genoemd.

Let op het verschil tussen contradictie en contrast.

“Sneeuw is wit” en “sneeuw is zwart” — “ledereen vertrekt” en “niemand vertrekt”
zijn contraire uitspraken.

“Sneeuw is wit” en “sneeuw is niet wit” — “ledereen vertrekt” en “sommigen
vertrekken” zijn contradictorische uitspraken.

Algebra van Boole L 17



322

3.23

33

De disjunctie : pVvq
pPtq : pofq
p|qa]|ptq
01]0 0 | De disjunctie van twee uitspraken is waar als en alleen als een van
0| 1 : beide , of beide uitspraken waar zijn.
1 1o 1 Deze “of” is dus een “inclusieve of”.
1|1 1
p : gras is groen (W) ; q : sneeuw is rood (0)
p + q: gras is groen of sneeuw is rood (W)
De conjunctie : pPAq
p-q : penq

P9 | Pq
010 0

011 0

110 0

1] 1 1
p.

De conjunctie van twee uitspraken is waar als en alleen als beide
uitspraken waar zijn.

: gras is groen en sneeuw is rood  (0)

Twee-elementenalgebra

Uit de bewerkingstabellen (waarheidstabellen) volgt dat de verzameling van de
uitspraken {0, 1} met de gegeven bewerkingen een algebra van Boole is. Het is een
twee-elementenalgebra.

Alle eigenschappen die gelden in de algebra van Boole, gelden dus ook in de algebra
van de proposities.

p : gras is groen
“QGras is niet groen of sneeuw is niet rood” (p” +q’)
is de negatie van “Gras is groen en sneeuw is rood”, want (p.q)’=p’ +q’

; g : sneeuw is rood

4 2 2 i ¢ ,. + . ?

p | ql| pofq | pa+pq De exclus1§ve of (p’.q ,p’q )
is de negatie van p.q +p’.q

00 0 1 want
(p-a+tp’.q) =

oyt O 1 oa.pa)y=

110 1 0 (P’+q’).(ptq) =
0+p’.q+q’p+t0=

1|1 0 1 p.q+p.q’

Algebra van Boole
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34 Afgeleide bewerkingen

34.1 Deimplicatie : p — q:alsp, danq

q | De implicatie p — q is vals,
als en alleen als

p—

1

1 p waar is en
0

1

q vals is

—_— oo
el (=l k= =}

p—>q=p'q¢ tpqtpq=p’ +pq=p +q=(pq’)
=P tq=q+p’ =(@) *tp =9 >p

p : ik ben moe

q : ik ga slapen

p — q = als ik moe ben ga ik slapen
= ik ben niet moe of ik ga slapen
= het is niet waar dat ik moe ben en niet ga slapen
= als ik niet ga slapen ben ik niet moe

Let op : als 2 + 3 =7, dan is Napoleon koning van Belgié
is een ware uitspraak.

3.4.2 Deequivalentie : p <> q: p als en alleen als q

p | 9 | p< q | Deequivalentie p <> q is waar,

010 1 als en alleen als

0|1 0 p en q dezelfde waarde hebben.

110 0

111 1 Het is de negatie van de exclusieve 6f

poq=pP—>9. Pp«<9P=P—->9.(q—>p) =@ +9.(q" +p)
=p’q +pq
=(P’qtpq’) =(pofq)

p : ik ga slapen

q : ik ben moe

p <> q = ik ga slapen als en alleen als ik moe ben
= ik ga niet slapen of ik ben moe en ik ben niet moe of ik ga slapen
= ik ga niet slapen en ben niet moe of ik slapen en ben moe
= het is niet waar dat ik 6fwel ga slapen 6fwel moe ben

3.4.3  De betekenis van “p tenzij q” = “p behalve als q” = “als q dan niet p”

p | q | ptenzijq | ptenzijq=
010 1

011 1 q—op =
110 1

1)1 0 q +p =({Pq’

Algebra van Boole L2
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p : ik ga wandelen

q : het regent

ik ga wandelen tenzij het regent =

ik ga wandelen behalve als het regent =

ik ga niet wandelen als het regent =

het is niet waar dat ik ga wandelen en het tevens regent

Een wiskundeleraar zegt aan de leerlingen: “’Jullie krijgen morgen een toets voor
wiskunde, tenzij jullie morgen een andere toets hebben.

Of: ”Indien jullie morgen een andere toets hebben, krijgen jullie geen
wiskundetoets.”

Dit wil zeggen dat de wiskundeleraar de volgende dag in geen geval een toets zal
geven indien de leerlingen een andere toets hebben.

Indien de leerlingen de volgende dag geen andere toets hebben, is de leraar vrij om

die dag een wiskundetoets te geven! Want hij heeft alleen iets gezegd over het geval
dat de leerlingen een andere toets hebben.

Toepassing : bij het samenstellen van vier schoolcomités moet men rekening houden
met de volgende regels:

1.

2.

4.

Leden van het ontspanningscomité moeten gekozen worden onder de leden
van het leercomité.

Leden van het leercomité mogen lid zijn van het ontspanningscomité of het
sportcomité, maar niet van beide.

Leden, gelijktijdig behorend tot het leer- en sportcomité zijn tevens lid van
het ontspanningscomité.

Men behoort tegelijk tot het tuchtcomité en het ontspanningscomité, tenzij
men geen lid zijn van het leercomité.

Vereenvoudig dit stel regels.

Ontspanningscomité : o ; leercomité : 1 ; sportcomité : s ; tuchtcomité : t

b=

o—1 = o +1

0s—1 = (0s))+I’=0"+s"+1
l.s—>o = (Isy)+o=I"+s’+o
t.o tenzij I’ = I’ > (to) =1+t +0’

@ +D(o’+s+D)(P+s+0)(l+t"+0") =
@+Dh(t+0 +D).(0’+s+D).(I’+s +0) =
@ +D.(0+1+t)(I+s +0).("+s +0) =
(o> +D.(I" +5’)

. °+1 = o—1
2. P+s = l—>s
1. Leden van het ontspanningscomité moeten gekozen worden onder de leden
van het leercomité.
2. Leden van het leercomité mogen niet behoren tot het sportcomité.
Algebra van Boole L2
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3.5

3.5.2

3.5.2.1

3.5.22

3.5.23

3524

Redeneervormen

Een redeneervorm bestaat uit een aantal premissen (gegevens) en een conclusie
(besluit).

Een redeneervorm is juist als de implicatie met de conjunctie van de premissen als
linkerlid en de conclusie als rechterlid steeds waar, d.w.z steeds gelijk is aan 1.

Zijn p1, p2, p3, ... pn de premissen en q de conclusie, dan is de redeneervorm
p1
p2
P3

Pn

q
waar als en slechts als (p1.p2.p3. ... .pn > q) = 1

Voorbeelden

p
pP—=>9g
q

pP—>9—>q=p.(pt9 >q=pq—>q=(p.9° +tq=p +q +q=1

pP—>q
qor
p — 1 (syllogisme)

P22 >@E2>0)=@ +Q@ +1) > @ +)=[p +(@ +t)] +p +r=
P’ +q)’+t(@ +ry+p +r=pq tqr+p tr=pq’ +p tqr+r=q +tptqtr=
qg+tq+tptr=1l+p+tr=1

p p
q’ tenzij p of p—>q
q—or qor
r r

p(P’ + (@ +1)>1r=pq(q’ +1) >r=pqr>r=(pqr)’ +tr=p’ +q +r +r=1
p
P’ —q

q—or
r

P+ Q@ +tr)>r=p(@Q +r)>r=[p(q’ +1)] +tr=p +(q +1) +r=
p’rqrtr=p’+tq+r

Dit is dus geen goede redeneervorm.
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4.1

4.2

4.2.1

Algebra van de schakelingen

Stroomkring

W ' R Een eenvoudige stroomkring bestaat
uit een voeding V, een schakelaar a
en een weerstandsbelasting R.

De toestand van de schakelaar a is open of gesloten. Deze toestand is dus een binaire
veranderlijke a. De waarde van de veranderlijke a is gelijk aan 0 als de schakelaar a
open is en is gelijk aan 1 als zijn toestand gesloten is.

Ook de toestand van de belasting R is een binaire veranderlijke. De waarde van de
veranderlijke R is gelijk aan 0 als de belasting R niet gevoed wordt en is gelijk aan 1
de belasting R gevoed is.

Uit het bovenstaand schema volgt : a=R

Deze vergelijking wordt de “logische vergelijking” genoemd van dit schema.

In het vervolg zullen van een schema enkel de schakelaars tekenen, en indien nodig
de belasting.

Bewerkingen met schakelaars

De complementaire schakelaar of niet-schakelaar a’

g
— alsa=1danisR=0

alsa=0danisR=1

De waardetabel is :

a | a
De logische vergelijking van dit schema is dus : a’ =R
011
o We lezen dit als : “niet a is R”
In het vervolg stellen we een niet-schakelaar voor door a

Algebra van Boole L 22
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4.3

4.3.1

De parallelschakeling a+tb

7 R atb=R

De serieschakeling a.b

 =d i R b=R

a.

De waardetabellen :

a|blat+tb]|a.b

010 0 0
011 1 0
110 1 0

1] 1 1 1

Twee-elementenalgebra

Uit de waardetabellen volgt dat de verzameling van de schakelaars {0, 1}, met de
gegeven bewerkingen een algebra van Boole is.

Alle eigenschappen van de algebra van Boole zijn dus hier ook geldig.

Gegeven : B= {0, 1} = {schakelaars die gesloten 6f geopend zijn}

< B, parallel , serie, niet, 0, 1> is een algebra van Boole

I.Va,beB:a+beBwanta+be {0,1}

2.Va,beB:a.beBwanta.b e {0,1}

3.Va,beB:atb=b+a -

4.Va,beB:a.b=b.a
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5.Va,bceB:a(b+c)= e E:JL

ab+a.c —f”fia—‘j a =

a 1
6.Va,bceB:a+tbc= A F— P
(@+bhlate) b o] T L b] 20 |

d
7.30eB:VaeB:a+0=a 4':/ _
o I =

8.11eB:VaeB:a.l=a . a 1:

|
9.VaeB:Ja’eB:at+a =1 T _ _—a_a_
10. en a.a’=0 ‘|_/:/a' = A =0

4.3.2  Eigenschappen

Enkele voorbeelden

_f""-rfj—a
1 : = : = Ji
4.3.2.1 Absorptiewet: a+ab=a |_,_,x’a i
43.2.2 ata’b=a+b _ . .
| . 4 b| ~ b
gt I ¢
4.3.2.3 Wet van de Morgan ! :
(a.by=a’+b < ab+(@ +b)=1 —L_r ; =1
g By
en 0 s gesocos - ﬁl
g b |
ab.(a’+b)=0 e =0
s

Ga zelf een aantal andere eigenschappen na (zie 2.3).

Algebra van Boole L2
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4.5

4.5.1

4.5.2

Vereenvoudigen van een gegeven schema

[
bl e . a’
= — 11 ] 1 1]d
C d b
g " q 1 1
——T | ] ——T d’
b “( 1 1
b’
1 1 1 1 |d
De vergelijking is :
c c’ c
a.[b’.(c’+d)+c.d]+( +b)(cd +d)=
a(b’.c’+b’.d+cd)+(@a +b).(c+d)=
ab’.c’+tab’.d+tacd+a.cta’.d+b.c+bd=
(via Karnaugh-diagram) b c
d+a’.c+b.c+ab.c’= g
(2’ +b).c+ab’.c’+d a b &
d

Enkele toepassingen

De wisselschakeling : w(a,b) =a’.b+a.b’ (is de exclusieve of)

——r—La 'J_Tf‘:b
=g bl

De kruisschakeling

k(a,b,c)

0

[l Ll Rl Lanll K= R =2 k=R KR § -}
Ll [l [l PR kel ferl o
=l (=R Ll L e | o}
—_—O OO = |||

Algebra van Boole

k =1 als en slechts als juist ¢én schakelaar gelijk is aan 1 of
als alle drie de schakelaars gelijk zijn aan 1.

Dus

k(a,b,c) =

a’b’.c+a’b.c’+ab’.c’+ab.c=

a’.(b’.c+b.c’)+a.(b’.c’+b.c)

L 25
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4.6 Logische schakelingen

4.6.1  Een logische schakeling is opgebouwd uit logische poorten. Een logische poort is
een elektronische schakeling (I.C.) die een logische functie kan oplossen.
De drie logische hoofdfuncties zijn :

de NIET-poort (NOT) a-{ 1 po—¢d
de OF-poort (OR) g : > —a+b
de EN-poort (AND) g : e L_ab

4.6.2  Voorbeelden

4.6.2.1 De wisselschakeling : a’.b + a.b’ = w(a,b)

a——— 1 pE e
e
21 —w
=
h—e— 1 Db'— ab'
Algebra van Boole L2
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4.6.2.2

4.7

4.7.1

Of vereenvoudigd :

S 5 e [ Lo
1 |a+b & —(abj'(a+p)
b -

want (ab)’.(a+b) =(a’+b’).(atb)=a’b+ab’=w
De kruisschakeling : k(a,b,c)

k(a,b,c)=a’.b’.c+a’.b.c’+ta.b’.c’ tab.c =
a’.(b’.c+b.c’)+ta.(b’.c’+b.c) =
a’.(b’.c+b.c’)ta.(b’.ctbc) =

a’.w(b,c) +a.w’(b,c) =

w(a,w(b,c))
a
o & — 1
& 1
31 2 [ wawibo)
>1 = kla,b,c)
2] X W (b, C)
&

Functioneel volledige logische poorten

Een functioneel volledige logische poort is een poort waarmee de drie logische
hoofdfuncties kunnen uitgevoerd worden.

d -
De NIET OF-poort (NOF - NOR) : (a + b)’ a 21 -(a+b)
a|b| ath |(atb) De NOF-functie is een
0|0 0 1 OF-functie
01| 1

gevolgd door een

NIET-functie

[
S
[

o | o | O

Algebra van Boole L2
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4.7.2

De drie hoofdfuncties met NOF-poorten

a
De NIET-functie 21 p-d
: a a-+h)’
De OF-functie ;_:1 - (a-+b)
b- 21 - a+b
d - a'
De EN-functie ] 7] S I (a'+h")'
— i a.b
2 T
b7 ["p
De NIET-EN-poort (NEN — NAND) : (a.b)’ zy 2 - (a.b]'
a b ab (a.b)’ De NEN-funCtie is een
010 0 1 EN-functie
011 0 1 gevolgd door een
10 0 1 )
NIET-functie
1|1 1 0
De drie hoofdfuncties met NEN-poorten
a
De NIET-functie B -a
De OF-functie B a
& | Il
= (@' b)
L & [ M
& o
b- b
De EN-functie g & b a.b)
b & [-ab
Algebra van Boole L2
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4.8

4.8.1

Vermits men de drie hoofdfuncties kan vormen met uitsluitend NEN-functies (NOF-
functies), kan iedere logische schakeling volledig opgebouwd worden met
uitsluitend NEN-poorten (NOF-poorten).

Op het eerste gezicht lijkt het misschien dat we met uitsluitend NEN-poorten (NOF-
poorten) meer poorten zullen nodig hebben om een schakeling uit te werken dan met
de drie hoofdpoorten door elkaar. In de voorbeelden zullen we echter vaststellen dat
door de juiste vereenvoudigingen en bewerkingen het aantal blokken integendeel
zelfs kleiner zal worden, met het voordeel dat we maar over één soort poorten
moeten beschikken in plaats van over de drie verschillende hoofdpoorten.

In het vervolg zullen we uitsluitend NEN-poorten gebruiken.

Toepassingen uitgewerkt met functioneel volledige logische poorten

( NEN-poorten)

De wisselschakeling : a’.b + a.b’

a—e] & P

(@)

b & D—

T
|

(ab’)

bl

En [(a’b)’.(ab’)’]" =

[(@a+b’).(a’+Db)]" =(*)

(a+b’)y+(@ +b)y=
a’.b+ab’=w(ab)

& [o—[la'h) @b’

Men kan nog een poort uitschakelen door de volgende vereenvoudiging :

a’b+tab = [(a+tb’).(a +b)] (*)=
[(ab+Db’).(a’ tab)] =
[(ab+Db’)”’.(a’ +ab)’] =
{[(a.b)’.b]’.[(a.b)’.a]’}’

d=e 5 hyleb)el
laby
& p— & p-{[(ab)" bl [(eb)'al }
s ¢ b

29



4.8.2  De kruisschakeling

We weten dat k(a,b,c) = w(a,w(b,c))
d
L 3
R 3
&
Y ke
L Tap!

4.8.3  Optellen van twee binaire getallen

g

Indien we twee binaire getallen bij elkaar optellen, beginnen we met de som van de
twee cijfers met de laagste rang (2°) a en g. Hieruit leiden we het laatste cijfer () van
de som af en de eventuele overdracht (k) naar de som van de cijfers van de tweede
rang (2"). Deze som noemen we een halve opteller, omdat we slechts twee gegevens
hebben (a en g) en twee resultaten (r en k).

Daarna gaan we verder met een gehele opteller. Hierbij hebben we drie gegevens,
namelijk de twee cijfers van de volgende rang (2') b en & en de eventuele overdracht
van de vorige rang (k) en twee resultaten, namelijk het cijfer (s) van de som van deze
rang (2!) en de eventuele overdracht (/) naar de daarop volgende rang (22).

23 22 20 20
() (k)
. . b a
h g
s r
al|lglr |k De halve opteller
0O[0[]O0]O a.gtag =r
O] 1]1]0 w(a,g) =r
1] 0]1]0
1]1]0]1 a.g=k
De gehele opteller

b’h’k + b’hk’ + bh’k’ + bhk = s

(b’h’ +bh).k + (b’h+bh’).k’=s  stel : b’h+bh’=d
d’k+dk’ =s

w(d,k) = k(b,h,k) =s

b’hk + bh’k + bhk’ + bhk = 1
(b’h + bh*).k + bh.(k’ + k) =1
dk+bh=1

ol Ll el Kl kel Fen ll Henll Fan R Rw )
e Lt =2 (=R I kR f el o)
=l = = =
= O|IO | OO Y
ol Ll el A=A Ll k= k=R k=R W
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4.8.4

1,
b & o & D—35
[ s} (d){ Hebd
hj [ap] T & LU

—_—

I

Het vergelijken van binaire getallen

Bij het vergelijken van twee binaire getallen zijn er drie mogelijke antwoorden :
We beperken de getallen tot twee cijfers

ba=hg

de twee getallen zijn gelijk aan elkaar als ieder cijfer van het ene getal gelijk is aan
het cijfer op dezelfde rang van het andere getal; dit wil zeggen dat b en h onderling
moeten gelijk zijn, en dat a en g onderling moeten gelijk zijn (gelijk zijn wil zeggen :
beide gelijk aan 0 of beide gelijk aan 1).

(b’.h’ +b.h).(a’.g’ +a.g) = @

ba>hg
ba is groter dan hg als b gelijk is aan 1 en h gelijk is aan 0 (de waarde vanaen g
spelen dan geen rol), of als b en h gelijk zijn, als a gelijk is aan 1 en g gelijk is aan 0.

b.h’ + (b0’ + bh)ag = @

ba <hg
ba is kleiner dan hg als ba niet gelijk is aan en niet groter is dan gh.

NIET@ en NIET @ = @

We stellen :

[a.(a.g)’]’=a’ +tag=a +tg=(a.g) =k

[b.(b.h)’']’=b"+bh=b"+h=(b.h’) =1

Algebra van Boole L 31



Dit resulteert in volgend schema :

o
o
o]

|
i

=R (ab)' ab
g — & P— cH
E— & -labc! = E— 8

a F k
& [o—

En nogmaals dezelfde vereenvoudigingsregel :

Algebra van Boole L2
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4.8.5

1
|

Ketens met memorisatie

Met een schakelaar a kunnen we de kring sluiten en wordt de belasting R gevoed. Na
het terug openen van schakelaar a blijft de kring gesloten door de schakelaar r. r is
een relaisschakelaar die gevoed wordt door de belasting R. Schakelaar b dient om de
kring terug te openen.

I el Schema I is een kring met
memorisatie met prioriteit UIT.
8]
i Als men schakelaars a en b tegelijk

indrukt, is de kring open.

[ g
Schema II is een kring met prioriteit
R | IN.
b : )
o 1 Als men schakelaars a en b tegelijk
indrukt, is de kring gesloten.
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We maken nu deze kringen met memorisatie met NEN-blokken.

Schema I met prioriteit UIT

B b’.(a+r)=R
a— & D_r & b’.(a’.r’)’ =R
& o & R
( [b’.(a’.r’)’]”” =R
b— & [
of nog :
=

b’.(a+r)=b’.a+b’r=

& R

[,
b— & OLr - oJ b a+b.r)’ =
—

[(b.a).(b’.r)] =R

Schema II met prioriteit IN

at+tb’r=R
a— & P
|— (a+ba)’=R
& R

h— & I— [a”.(b".r)’] =R

& OJ

l_
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