Een originele benadering van de waarde van het getal Tt.

Wat is het verband tussen het aantal botsingen tussen 2 voorwerpen met verschillende
massa’s en het getal nt?

Op de website van “3bluelbrown” staat hierover een mooie animatie met de nodige
uitleg ( https://www.3bluelbrown.com/lessons/clacks ). Het experiment gaat als volgt:
op een horizontale vloer met aan de linkerkant een wand bevinden zich 2 blokken in
kubusvorm met een verschillende massa. Het lichtste blok (blok 1) heeft een massa van
steeds 1 kg. De massa van het zwaarste blok (blok 2) stellen we gelijk aan m kg, en deze
massa kunnen we voor ieder experiment aanpassen. Blok 1 bevindt zich tussen de
linkerwand en blok 2. De rechtkant is open. Blok 1 bevindt zich in rust en blok 2
beweegt met een snelheid van -1 m/s naar links. Blok 2 zal dus op zeker moment botsen
tegen blok 1 en geeft een deel van zijn energie af aan blok 1. Blok 2 zal zijn snelheid naar
links iets vertragen en blok 1 krijgt ook een snelheid naar links, botst tegen de wand en
beweegt naar rechts. De twee blokken zullen daardoor weer botsen. Dit herhaalt zich
een aantal keer.

We gaan er van uit dat er geen weerstands- of wrijgingskrachten optreden, zodat tijdens
het gehele experiment de totale kinetische energie constant blijft. De snelheid van blok
2 zal bij ieder botsing toenemen: aanvankellijk zal de negatieve snelheid (-1) naar links
afnemen (dus toenemen), naderen naar 0 en dan toenemen naar rechts. De snelheid van
blok 1 verandert telkens van teken bij de botsing tegen de linkerwand. Als we de
snelheid na de botsing (positief) bekijken zal deze eerst toenemen en daarna afnemen.

In de animatie stelt men vast dat het aantal botsingen toeneemt als de massa van blok 2
toeneemt en dat naarmate de massa van blok 2 groter wordt, de verhouding tussen het
aantal botsingen en de vierkantswortel van deze massa nadert naar de waarde van 7.
We gaan deze toch wel verrassende benadering van het getal © onderzoeken en zullen
daarbij een aantal interessante toepassingen gebruiken uit de leerstof van de 2de en 3de
graad.

Hier de resultaten van het experiment op de website :

N
Massa blok 2 (m) Aantal botsingen (N) \/_ﬁ
1 3 3
10 10 3,162
100 31 3,100
10 000 314 3,140
1000 000 3141 3,141
100 000 000 31415 3,1415
10 000 000 000 314159 3,14159




Stelsel van 2 vergelijkingen met 2 onbekenden.
We zullen nu de snelheid van blok 1 en blok 2 berekenen na iedere botsing uit 2
vergelijkingen uit de fysica.

. 1
Behoud van energie : ~. (m;. vi + my.vi) = Ey
Behoud van impulsmoment: m;.v; + m,.v, = M

m; stellen we vanaf nu gelijk aan 1, m; stellen we gelijk aan m .
In de beginsituatie is v; gelijk aan 0 en v, gelijk aan -1, zodat E, gelijk is aan % .m. (—1)?
En dus geldt dat 2. E;, = m,endat 1.v? + m.v2 = m (%)
Dit geeft het stelsel :
{1.1712 +m.vi = m}
lL.vy+muv, =M

We lossen dit stelsel op door substitutie:
{1.1712 +m.vi = m}

vy =M-m.v,

Na substitutie krijgen we de vierkantsvergelijking :
M —m.v,)? + m.v: =m

Oplossen van een vierkantsvergelijking met de vereenvoudigde formule.
Na uitwerking krijgen we de vierkantsvergelijking :

m?2+m).v:i-2.Mmv,+M?*—m=0

De oplossingen van de vierkantsvergelijking: y = a. x>+ b.x +c =0
vinden we met de gekende formule :

—b +Vb? —4.a.c
X =
2.a
Als b even is, stellen we b = 2b’ en kunnen we de oplossingen schrijven als
—b" £Vb'? —a.c
X =
a

Met deze vereenvoudigde formule vinden we :
M.m +Vm3 + m? — m. M2
v, =
2 m.(m+1)
(Omdat we weten dat v; zal toenemen (negatieve afname) gebruiken we het

plus-teken voor de discriminant).
En dus vy=M-m.v,

Deze snelheid is steeds negatief en zal na botsing tegen de wand van teken
veranderen en positief worden. Hierdoor zal de waarde het moment na een
botsing met de wand veranderen.

In onderstaande tabel vind je de de snelheid van blok 1 voor en na iedere
botsing tegen de wand, de snelheid van blok 2, de waarde van het moment
en het aantal botsingen na botsing tegen de wand voor m =100 :



V4 voor 7L aantal
botsing botsing V) M botsigen N
0 0 -1 -100 0
-1,9802 1,9802 -0,9802 -96,0396 2
-3,8820 3,8820 -0,9216 -88,2757 4
-5,6300 5,6300 -0,8265 -77,0156 6
-7,1551 7,1551 -0,6986 -62,7055 8
-8,3968 8,3968 -0,5431 -45,9120 10
-9,3059 9,3059 -0,3661 -27,3002 12
-9,8465 9,8465 -0,1745 -7,6072 14
-9,9971 9,9971 0,0239 12,3871 16
-9,7519 9,7519 0,2214 31,8908 18
-9,1204 9,1204 0,4101 50,1315 20
-8,1276 8,1276 0,5826 66,3868 22
-6,8131 6,8131 0,7320 80,0130 24
-5,2286 5,2286 0,8524 90,4702 26
-3,4372 3,4372 0,9391 97,3445 28
-1,5095 1,5095 0,9885 100,3636 30
0,4779 0,9989 99,4079 31

Na de laatste botsing zal de snelheid van blok 1 positief blijven, maar zo
klein zijn dat het blok 2 niet kan inhalen en zo eindigt het experiment.
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Snelheid van blok 1 (blauw/rood) en blok 2 (groen)
voor/na botsing tegen de wand




Vergelijking van een ellips
We zien dat terwijl de snelheid vz van blok 2 varieert van -1 naar +1, de
snelheid v; van blok 1 varieert volgens een ellips.

We gaan in de formule voor het behoud van energie (*) v2vervangen door x
en v; door y, en krijgen inderdaad de vergelijking van een ellips :

m.x?>+ y>=m
of

2 2
X
—+ Y

=1
12 (M)Z

De toppen van deze ellips zijn (—1,0), (1,0), (0, —v/m) en (0, vVm)
We maken van de ellips een cirkel door de y-waarde te laten inkrimpen met
een factor vVm .
De tweede vegelijking uit het stelsel wordt

y+mx=M
of

y =-mx+M

Dit is de vergelijking van een dalende rechte.

Grafisch oplossen van een stelsel van vergelijkingen
Om het aantal botsingen grafisch voor te stellen op deze cirkel, gaan we het
aantal botsingen beperken en nemen we de massa van blok 2 gelijk aan 9.
De “cirkel” (na in krimping van de y-as) heeft als vergelijking

3.x% 4+ y? =
Het moment M is voor m = 9 aanvankelijk gelijk aan -9 en de tweede
vergelijking uit het stelsel gelijk wordt dan

y=-9x-9

De twee vergelijkingen stellen de cirkel met R = 1 en de rechte AB voor. De
snijpunten stellen de oplossingen voor het stelsel voor. Het punt A stelt de
eerste botsing voor, B stelt de botsing met de wand voor, y (= v1) verandert
dan van teken en B’ stelt de volgende botsing tussen de twee blokken voor.
Punt C stelt dan de volgende botsing met de wand voor en dit blijft zich



herhalen tot punt F. Dit is de laatste botsing, want x (= v2) > y(=v1) zodat
blok 1 blok 2 niet meer kan inhalen.

Alle volgende rechten hebben dezelfde richtingscoéfficiént en omdat M
telkens wijzigt zijn deze rechten strikt evenwijdig. De punten in de
bovencirkel zijn botsingen tussen de 2 blokken, de punten in de ondercirkel
zijn botsingen tegen de wand.

We kunnen het stelsel ook algebraisch oplossen voor m =9

Vv, voor Vi na aantal
botsing botsing V) M botsigen N
0 0 -1 -9 0
-1,8000 1,8000 -0,8000 -5,4000 2
-2,8800 2,8800 -0,2800 0,3600 4
-2,8080 2,8080 0,3520 5,9760 6
-1,6128 1,6128 0,8432 9,2016 8
0,2275 0,9971 8,7466 10

Deze waarden komen overeen met de coordinaten van de snijpunten van de
cirkel en de rechte.

Omtrekshoeken en middelpuntshoek.

Deze punten verdelen de cirkel in een aantal cirkelboogjes. De som van al
deze boogjes is steeds kleiner dan de omtrek van de cirkel, want aan de
rechterkant blijft er steeds een klein boogje over. De punten op de cirkel
(behalve het eerste en laatste) bepalen een omtrekshoek o van zo een
boogje. Al deze omtrekhoeken zijn gelijk omdat hun benen steeds
evenwijdige rechten zijn. Alle middelpuntshoeken van deze boogjes zijn
dubbel zo groot (2a) en dus ook allemaal gelijk.

Lengte van een cirkelboog.
De lengte van een cirkelboog met middelpuntshoek 2 o (in radialen)
kunnen we berekenen uit de omtrek van de cirkel. De lengte van de boog is

het z—z -de deel van de gehele cirkelomtrek zodat de lengte van de boog
gelijk is aan ZnR.i—Z = 2ametR=1.
Het aantal boogjes is gelijk aan het aantal punten op de cirkel en dus gelijk

aan het aantal botsingen N. Vermits de som van alle boogjes steeds kleiner
dan de cirkelomtrek geldt: N.2a <2m of N.a< &

Anticomplementaire hoeken.
We bepalen nu de hoek o.. De richtingscoéfficiént van al de evenwijdige
m

schuine rechten is gelijk aan — N —+/m, rekening houdend met de

inkrimping van de y-as met factor vm . Dit is de tangens van de negatieve
hoek B die de schuine rechte maakt met de x-as. De positieve hoek o en de
negatieve hoek B zijn anticomplementair, want hun verschil



o+ (- B) =a - =90°. De tangenten van anticomplementaire hoeken zijn

1 1 1

omgekeerd en tegengesteld, zodat tana = — tan B N

Limieten van goniometrische functies.

Een belangrijke limiet in de goniometrie is (met de hoek in radialen)
sin x
lim =1
x>0 X

Dit wil zeggen dat voor een kleine hoek de hoekwaarde in radialen nadert
naar de sinus van deze hoek. Dit geldt ook voor de tangens van kleine
hoeken want

tan x sinx sinx 1 sinx 1

lim = lim—— = lim ) = lim lim =11=1
x—=0 X x—0X.COSX x-0 X COSX x-0 X x-0COSX

Als de massa van blok 2 (m) zeer groot wordt, zal het aantal botsingen N en
dus ook het aantal punten op de cirkel toenemen. En dus ook het aantal
boogjes zodat de omtrekshoeken (o) naderen naar 0. En hoek o nadert

1
dan naartana = — .

Vm
Voor een grote waarde van m, geldt a = im en uit N.a < mvolgt
1 o .
N'\/_ﬁ ~ m en uiteindelijk
: N _
hmm_,+ooﬁ = T
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